Rekursion und Iteration - Folgen und Web-Diagramme Ac
Einfiihrungsbeispiel ,,Quadratpflanze*

Ein Quadrat mit der Seitenldnge 1m wéchst wie in der Grafik beschrieben:

Figurl Figur2 Figur3

o
L

Téaglich kommt eine Generation neuer Quadrate hinzu, deren Seitenldnge nur noch ein Drittel der
Seitenldnge in der vorangegangenen Generation betrigt .

Fragen: - Uberwuchert die Pflanze eines Tages das ganze Zeichenblatt ?
- Wird der Rand der Pflanze eines Tages ldnger als 1km oder gar 100km ?

Fiir den Flécheninhalt l4sst sich die entsprechende Frage durch eine geometrische Umordnung der
zusitzlich zu Fig.1 hinzugekommenen Fliachenteile beantworten.

Wie man leicht sieht, hat kann Zu Figur2 Zu Figur3
die Gesamtflache eine gewisse
Schranke (Grenzwert) nicht
ibertreffen , und zwar ist dies
die Grenze A =1,5m?

( Erlduterung 77°)

Was hat das ganze mit Folgen zu tun ?

Aufgaben:
a) Schreibe nacheinander fiir die Figuren 1, 2, 3, 4, 5, ... die Fliacheninhalte auf (Einheit m?*):

b) Finde eine allgemeine Formel fiir die n-te Figur (bzw. Figur Nummer n ).
Was versteht man unter einer Folge ? Wie unterscheidet man ,,explizit* und ,,rekursiv ?



Losungen:

a) 4:=1

A =

2

1

+

1
3

4

1, 1

A3:1+_+_:_

3 9

9

usw.

Die Tabelle unten zeigt weitere Folgenglieder (exakt und approximiert) .
Diese werden mit dem CAS Derive folgendermafien erzeugt:

sowie
vector([n,a(n)],n,1,15) und vereinfachen approximieren

a(n):=if(n>1,a(n-1)/3+1,1)

n
1

i8

11

12

13
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15

A(n)
1
4
3
13
9
40
27
121
1
364
243
18923
729
3280
2187
2841

6561

29524

19683

88573

59849

177147

L3144

1594323

4782969

265720

79761

2391484

7174453
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A(n)
1

1.333333333
1.444444444
1.481481481
1.493827168
1.497942386
1.499314128
1.4997711376
1.499923792
1.499974597
1.499991532
1.499997177
1.499999859
1.499999686

1.499999895 |

b) Eine allgemeine Vorschrift fiir diese Folge von
Flacheninhalten lautet offensichtlich

a4, =1+ L Ly
3 9

1 -1
+ (=
&Y

Dies nennt man ein explizites Bildungsgesetz .

Im Gegensatz zum expliziten Bildungsgesetz gibt
es auch ein rekursives !

Hierbei wird das jeweilige n-te Folgenglied
mithilfe des vorherigen, namlich des (n-1)-ten
Gliedes berechnet . Mogliche rekursive Formeln
fiir dieses Problem sind (bitte nachpriifen !):

A, = %A +1 mit 4 =1 | oder auch

n-1

A =

n An-l * (;)’1‘1 mlt Al = 1

Anmerkung: Die zweite Moglichkeit des
rekursiven Bildungsgesetzes lisst sich leider nicht
in ein Cob-Web-Diagramm (siche weiter unten)
umsetzen, weil ein direkter Bezug zu n vorliegt.
Beziige zu n (z.B. Vielfache von n ) konnen mit
solchen Diagrammen jedoch nicht dargestellt
werden. Daher favorisieren wir die obige erste
Moglichkeit, in der nur A, und A, vorkommen !

Eine Folge ist eine Funktion n - a,, wobei der
Definitionsbereich aus natiirlichen Zahlen und
der Wertebereich aus reellen Zahlen besteht .




Darstellung von Folgen mit dem GTR TI83

Der GTR kann Folgen auf verschiedene Arten darstellen. Eine elementare Mdglichkeit der Darstellung
von Folgen mit dem TI83 besteht in der Verwendung des Fol genmodus

Hier muss unter MODE die Option seq (Sequenz) eingestellt werden. Auflerdem im FORMAT —Menii
Time wihlen. Im Y= - Menii wird nun die Formel eingegeben, wobei entweder eine explizite oder eine
rekursive Formel gewdhlt werden kann. Die explizite Formel darf aber keine Summenformel wie in
unserem Beispiel oben sein, weil der Rechner diese nicht verarbeiten kann. Aus diesem Grund verwend-
en wir hier die obige rekursive Formel mit

A4, = lAn_I

3

Beachtet werden muss noch, dass der TI83 statt A, nur u(n) oder v(n) oder w(n) akzeptiert. Verwenden
wir zum Beispiel u(n), so lautet die rekursive Form:  u(n) = 1/3u(n-1)+1 und u(1) =1

t 1 mit 4= 1 |

Y= TABLE GRAPH
Flokl Flobz FlotbZ o e
nMin=1 P 1
gt aBlA3ucn—1 0+ z 1.2333
1 ; NI
iaMinBLl: c 14938
VTENE | & EWTEL
ot nfin = ? EWTLE:
L E n=1 t

Rekursive Eingabe !

Eine explizite Darstellung fiir dieses Beispiel im Folgenmodus des TI83 gelingt ebenfalls, sofern man
obige Summenformel in eine geschlossene Form bringt. Aus der leicht zu beweisenden allgemeinen
Beziehung

1+ g+ qg*+ g+ ..+q" "= I-q
1-q

(dies ist eine sogenannte Geometrische Reihe !)

.. .. _ 1,
folgt fiir unser Beispiel : 4, = 1501 -(9)"]

Umsetzung mit dem seq-Modus des TI83:

Y= TABLE GRAPH

Flokl Flotz FlotZ o i

nMin=1 P 1
~ytmaB1.501-01.-3 z 13333
Y Py 3 1444y

! y i.4\1E

inMinaB E i.49:8@
'-.l._.ll:_';-'.-_':l; B i.4y978

Ut nMips = 7 ERT LK
NI ES =1 t
Explizite Eingabe !

Beachte, dass hier fiir u(nMin) nichts einzugeben ist, weil die explizite Formel diesen Startwert
automatisch selbst berechnet !

Wir sehen, dass das Ergebnis (Tabelle; Graph) das gleiche ist wie bei der rekursiven Version.
Hinweis: Die ,,Web-Darstellung* der rekursiven Version wird spiter behandelt !

Ubungen:  Schroedel-Buch (S/37) !



Alternative: Folgenglieder mit Listen berechnen

Eine ganz andere Moglichkeit der Darstellung (Berechnung) von Folgen besteht darin, Listen zu
verwenden (erreichbar mit STAT — EDIT ). Damit kann man auch diejenigen Folgen berechnen, die
durch unendliche Summen gegeben sind, z.B. obige Folge mit

11 -
A =1+ -+ —+ .+ ()"
. 3t o (3)

In der untersten Zeile einer Liste steht immer die Anweisung zur automatischen Erzeugung aller Zahlen
in der jeweiligen Spalte . Die unter den Listenkopfen L, L,, L; stehenden Texte sind lediglich
Kommentare, die nur zum besseren Verstindnis dienen und nicht eingetippt werden kdnnen:

L, L, L;

( Nummerierung) Term (1/3)M(n-1) ( kumulierte Summe von L, )
1 1 1

2 3333 1.3333

3 A111 1.4444

30 1E-14 1.5

L, =seq(X,X,1,30) L, = (1/3)(L,-1) L; = cumsum(L,)

Man kann hier offensichtlich den Grenzwert G = 1,5 vermuten .




Das Lingenproblem der ,,Quadratpflanze*
Fiir die Umféange (in der Einheit m) gilt:

U1:4
U,=4+2=6
Us;=6+2=28

U, =2+2n explizite Darstellung

Bei der expliziten Darstellung kann jedes Folgenglied direkt (ohne Kenntnis des vorhergehenden)
berechnet werden.

Eine rekursive Darstellung ist hier leicht zu erkennen:

Jeder Umfang kann unter Zuhilfenahme des vorherigen Umfangs berechnet werden.
Beispielsweise ist U, =4+2=U, + 2.

Ebenso ist Us;=6+2=U,+2.

Allgemein gilt daher
U, = Uy + 2 mit dem Startwert U; =4.  rekursive Darstellung

Die rekursive Form wird mit dem TI83 folgendermaflen verarbeitet:

Y= TABLE GRAPH
H|-?-|t'1 F'1;I:2 Flakz n (TR, |
nMin= T ]

R B =] 3+ ‘o
UenMinaBids ﬁ Ea

|
winMina=

WG = 7 16
wenkMina= n=1

WINDOW (oberer Teil) WINDOW (unterer Teil)

WIHOOL W I KOO
nMin=1 TPl1otS5ter=1
nhMax=2 amin=-1
PlotStart=1 amax=1H
PlotSter=1 wecl=1
amin=-1 Ymin=-1
amax=1H Ymax=21

Lrscl=1 Ve l=2

Beispiel: Fiir eine Lange von 1km bendtigt die Pflanze 499 Tage !
Wie man leicht sieht, gibt es hier keinen Grenzwert, denn U, wichst ,,iiber alle Grenzen* .



Eine relativ komplizierte Betrachtung liefert das folgende Beispiel:

Das kumulierte Volumen

Ein anderes Beispiel soll zeigen, dass ein Grenzwert nicht unbedingt existieren muss, obwohl es
aufgrund der Anschauung so aussieht :

Ein hoher Standzylinder mit der Grundfldche 1dm? wird portionsweise mit Wasser gefiillt. Zur
Anfangsmenge 1 Liter kommen nach jeweils 1 min 2 Liter, 1/3 Liter usw. hinzu. Das jeweilige
Volumen lésst sich leicht berechnen nach der Formel:

Dies ist eine ,,harmonische Reihe* !

1
n

Im Listen-Modus erhélt man folgende Ergebnisse:

L1 &« |W sz wz L1 &Lz el = Li Lz w|Lz wz
1 i 1 100 01 c 187Y zoc a0z28 | G.zGED
z - it 101 qoae | E487% Z0G 0338 | 6.260%
g Rrzrz | 18332 10z 0dE | Ezord 2a7 a03:? | 6.2726
y ZE R EX: 10% n8Pi | Ez168 L] 00335 | 6.276
b haesp B | | e | IR | aEE
7 Ayz@6 | z.rOzo 105 ML e R
Lz="1-Lq" Lzi06) =5, 245365435 Lziz01 =

Es sieht nach einem Grenzwert aus, denn die Zuwichse werden immer geringer.
Dennoch kann man mittels einer algebraischen Umformung beweisen, dass das Volumen ,,liber alle
Grenzen“ wichst .

Beweis der Divergenz der sog. ..harmonischen Reihe* :

Speziell fiir n = 2* kann man folgende Umformung vornehmen:

1 I, 1 1 1
V., = 1+ =+ LEPL I AR L A ot (et ot —
2 2 ( 4 (5 6 7 8) Gt )
>1+l+ 2[«& vooamh o+ 2"*“[«!17
2 4 8 2
1 1 1 1
=1+ —+ = 4 - + t =
2 2 2 2
:1+k[&
2

Also ist das Volumen fiir n =2 groBer als 1+ 0,5k. Daher wichst es tiber alle Grenzen ! q.e.d.



Konstruktion von Web-Diagrammen

Am Beispiel der ,,Quadratpflanze* soll erlautert werden, wie man Web-Diagramme
(genauer: Cob-Web-Diagramme = Spinnweb-Diagramme) konstruiert.

Solche Diagramme werden bei rekursiven Folgen verwendet.

Ist die Folge z.B. durch A(n) definiert, so muss eine Abhéngigkeit von A(n-1) bekannt sein. Eine
direkte Abhingigkeit von n darf aber nicht vorliegen, weil auf beiden Achsen lediglich A(n) und

A(n-1) vorkommen ! Unbrauchbar fiir die Web-Darstellung ist also z.B. A(n) =2A(n-1) + 3n.
AuBerdem diirfen sich die Rekursionsebenen nur um 1 Ebene unterscheiden. Z.B. ist die Darstellung der
Fibonacci-Folge mit F(n) = F(n-1) + F(n-2) mit F(1) =F(2) =1 nicht moglich.

1
Fiir die Quadratpflanze lautet die Vorschrift: A(n) = gA(n-l) +1; A()=1 (*

Wie man sieht, ist bei der Rekursion ein Startwert, hier A(1), wichtig !

Im Web-Diagramm wird auf der Rechtsachse stets A(n-1) und auf der Hochachse A(n) eingetragen.
Also: Fiir jedes Folgenglied A(n-1) erhélt man als Funktionswert f das Folgenglied A(n). Dieser
Funktionswert f wird gemal der rekursiven Vorschrift berechnet bzw. erzeugt.

1
Im Fall der Quadratpflanze ist f= gA(n-l) + 1. Dies ist eine Geradengleichung . Das erkennt man am

besten, wenn man in der Gleichung (*) fiir A(n) das Symbol y setzt und fiir A(n-1) das Symbol x .
Welche Gleichung mit x und y ergibt sich dann ?

Wir brauchen daher im A(n-1)-A(n)-Diagramm eine Gerade mit der Gleichung (*) . Zusitzlich zeichnen
wir noch die Winkelhalbierende (Gleichung: A(n)= A(n-1) ) des ersten Quadranten ein. Der Sinn dieser
Geraden ergibt sich aus der Konstruktionsvorschrift (siche unten).

A(n)

Konstruktionsvorschrift
fiir die Web-Grafik:

+1,8 + + + + + + + +

+1,6 + + + + + +

1) Startwert A(1) auf der
Rechtsachse suchen und
von dort einen senkrechten
Pfeil zeichnen bis zum
Graphen der Funktion f.

-’]’4 + + +

1,2
2) Von dort aus einen Pfeil

* * - nach rechts ziehen bis zur
Winkelhalbierenden.
3) Von dort aus

- eine senkrechte
gestrichelte Linie zur
Rechtsachse zichen sowie
* * + - einen senkrechten Pfeil

zeichnen bis zum Grafen
der Funktion f.

A(n-1)  4) Schritte 2) und 3) mehr-
14 16 18 mals wiederholen .

Wo befindet sich der Grenzwert G ??
Wie kann man diesen Grenzwert exakt berechnen ?



Losung:
A(n)

Man erkennt, dass es einen Grenzwert gibt, und zwar dort, wo sich die beiden Geraden schneiden.
Berechnung des Grenzwertes:
Fiir den Schnittpunkt gilt A(n) = A(n-1) . Setzt man jetzt fiir A(n) den rekursiv definierten Term ein,

1
so folgt die Gleichung A(n-1) = gA(n-l) + 1. Die Losung dieser Gleichung ist A(n-1) = A(n) = 1,5.

Der Grenzwert dieser rekursiven Folge ist daher G = 1,5 (Flacheneinheiten) .

Anmerkung: Der Funktionsgraf von f im Web-Diagramm muss nicht unbedingt eine Gerade sein,
sondern er kann der Graf einer beliebigen Funktion (je nach Anwendungsbeispiel) sein. Zum Beispiel
ergibt sich bei der Heron-Folge mit u(n) = 0,5[u(n-1) + a/u(n-1)] ; a> 0 (Radikand) eine Hyperbel.

Hier noch die Web-Darstellung des Quadratpflanzenproblems (Flache) mit dem TI&3.
Achtung: Zuerst im Format-Menii auf Web stellen (statt auf Time) ! Spéter im Graph-Modus die
Trace-Taste driicken und fortwéhrend mit der rechten Cursortaste die ,, Web-Pfeile* erzeugen .

Y= GRAPH
Flotl Fletz Flots W THOC u=1/Zul-11+1
nMin=1 TPlotSter=1
SCn Bl A3uln—1 0+ wmln=H
_ Anax=1.6
WenMinaBEls Ascl=. 2
L= Ymin=H
winkMina= Yrmax=1.6 "
A= Ve l=0Z %=1 493Bz7E J¥=1.497942Y .




Arbeitsblatt 1 Web-Diagramme

Essei f(x)=41,2x+0,1

Zeichne das Web-Diagramm und untersuche, ob ein Grenzwert G existiert.
Berechne den Grenzwert exakt, sofern er existiert .

Verwende den Startwert x, = 0,3.

Probiere zusétzlich den Startwert 1,45 aus !

4 x(n)
1,4+

1,37
1,29
1,14

14
0,9+
0,51
0,71
0,6+
0,51

044

x(n-1)
} } } } } } } } } } } } } } =
o1 .02 03 04 05 06 07 08 09 1 1112 13 14

Rechnung:



Arbeitsblatt 2 Web-Diagramme

Essei f(x)=cos(x).

Zeichne das Web-Diagramm und untersuche, ob ein Grenzwert G existiert.
Berechne den Grenzwert approximativ, sofern er existiert .

Verwende den Startwert x,=0,2

4 x(n)
—

0,9+
0,51
0,71
0,6+
0,57
0.4+
0,3+
0,2+

0,17
*x(n-1)
} } } } } } } } } } h-
o1, 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Rechnung:



Arbeitsblatt 3 Web-Diagramme

Essei f(x)=2x".
Zeichne das Web-Diagramm und untersuche, ob ein Grenzwert G existiert.
Berechne den Grenzwert exakt, sofern er existiert .

Verwende nacheinander die beiden Startwerte x, = 0,6 sowie X,=0,4 .
Was fillt auf ?

A x(n)
’]_.

0,9+
0,5+
0,71
0,6+
0,57
04+
0,31
0,21

0,1+
x(n-1)
} } } } } } } =
o1 . 02 03 04 05 06 07

Rechnung:



Arbeitsblatt 4 Web-Diagramme

Essei f(x)=1,45-14x.

Der Graph von f muss zuerst so exakt wie mdglich eingezeichnet werden.
Zeichne dann das Web-Diagramm und untersuche, ob ein Grenzwert G existiert.
Berechne den Grenzwert exakt, sofern er existiert .

Verwende den Startwert x,=0,4 .

A x(n)
1.4+

1,31
1,21
1,11

1l
0,91
0,81
071
061
051
041
031
0,24

0,1+
Xx(n-1)
+ + + + } + + + + + + } + + i
o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1112 13 14

Rechnung:



Losungen der Arbeitsblatter:

Losung (1) f(x) = /1,2x+ 0,1

A
1,44

1,34
1,24
1,14

1
0,94
0,84
0,71
0,64

0,51

0.4

b x(n)
Grenzwert vermutlich 1,27823300

x{n-1

L

01 02 03 04 0506 07 0808 1 1112 13 14

Losung (2) f(x) = cos(x)

4
—

0,84
0,84
0,74
0,61
0,51
0,44
0,34
0,24

0,14

b x(n)
Grenzwert vermutlich 0,73208513

X{.n'1.]L

0102 03 04 05 06 07 0809 1




Losung (3) f(x) = 2x*
x(n)
14 Grenzwert vermutlich 0,00000000

0,9+

0,8+

0,71 t
0,61
051

041

0,11 i

! x(n-1)
} } } } } -
o1 02 03 04 05 06 07

Man sieht, dass der Grenzwert bei bestimmten Startwerten nicht erkannt wird !

Losung (4) f(x)=1,45-14x.
x(n)
14

1,34

1,24

1.1
14

0,94

0,81
0,71
0,6+
0,51
0.4+

0,34

0,24

0,14

x(n-1)
0102 03 04 05 06 07 0800 1 M1 (1213 14 |




Weitere Beispiele fiir Web-Diagramme

1) Essei f(x)=2x(1-x). Welche Funktionsklasse ist das ?
Zeichne das Web-Diagramm mit dem Startwert x,=0,3 .
Kannst du einen Grenzwert erkennen ? Ggfs. Beweis

Losung:

Es ist eine quadratische Funktion (Parabel)

4 x(n)

0 55 Grenzwert vermutlich 0,50000000

0,59

0451

044

0,357

0,31

0,25+

0,2+

0,15+

0,11

0,057

x(n-1)
= -

/ 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055

Grenzwert g=0,5

Beweis: x=2x(1-x). Es folgen x=0 oder x=0,5 ( nur 0,5 ist Grenzwert) .



2) u(n)=1-0,5u(n-1) mit u(l)=1

Es handelt sich um die alternierende Reihe u(n)=1-"'2+ % - 1/8 +- ... + (-0,5)*" .
Die Glieder der Folgesind 1 0,5 0,75 0,625 0,6875
Der Grenzwert ist g =2/3, wie das folgende Web illustriert.

Y= GRAPH
Flatkl Flotz Flot: W THOC u=1-0.5uim-1)
nMin=1 TFlotSter=1
“tnaBl-A. 500 -1 Aamin=-. 1
: CoMinaBL1 §NET=112
HEnmMin = l=.
i =1 Ymin=-.1 Hfff
winmMina= VYmax=1.2 =g . L
A= Vecl=.1 wz.BBPE T Y= BEEZE

3)  u(n)=1-2/3u@-1) mit u(l)=1

Es handelt sich um die alternierende Reihe u(n) =1 —2/3 +4/9 — 8/27 +- ... +(-2/3)"".
Die Glieder der Folgesind 1 1/3  7/9 13/27 55/81
Der Grenzwert ist g = 0,6, wie das folgende Web illustriert.

Y= GRAPH

Flokl Flatz Flotz WIHOO u=i-z/Zuir=13

nMin=1 nMin=1

gt aB1-2300n—-1 nMax=2A

A _ FlotStart=1

wenMinaBElz FlotSter=1 -
e =1 Amin=-.l

winkina= Amax=1.2 el _
L= Jrscl=.1 ¥= CPECHAS: Y= GifE0rzE

4) Viele weitere Beispiele ergeben sich aus dem ,,Allgemeinen Iterationsverfahren® x, = g(Xx.1)
Z.B. Heron-Folge fiir V2 mit  u(n) = 0,5[u(n-1) + 2/u(n-1)]

Y= GRAPH
Flakl Flakz Flots LITHOCO u=.Sulra-11+1 ucia-11
nMin=1 niMin==
~tmaB. Sucn—-12+1 nMax=2a
AUCin=12 Flot.Start=1
WenMinaBE2s Flotster=1
i =N Anln=g
winMina= A= =y
En A= Jrscl= 2 Wod 4ANZAEP LY=1.M414Z157 |

5) Aus Wachstumsprozessen lassen sich viele Rekursionen ableiten, z.B.

Zinseszinsen mit p%=4,5% und Startkapital 800 : u(n)=1,045u(n-1) mit u(0)=800 .
explizit:  u(n)=800*1,045"

Beschrinktes Wachstum in der Natur mit oberer Grenze G : u(n)=u(n-1)+0,25(300-u(n-1)) ; u(1)=2.
explizit:  u(n)=300-298*0,75""

Auch logistisches Wachstum ist moglich (siehe Schroedel-Buch Klasse 11).



Genauere Untersuchung: Das HERON-Verfahren mit Web-Diagramm

Zur Approximation von Quadratwurzeln ( /» ) verwendet man das sog.
Heronverfahren. r muss positiv sein und heif3t Radikand !

. r
Rekursionsformel: x, = 0,50, + —)

n-1

Startwert x; in der Nihe von /» wihlen, z.B. r.

Beispiel: Flokl Flokz Flokz " o
~naMin=l 1 z

Fiir r = 2 erhélt man bereits bei u(5) +EEEEE?1?§UI:H 1 E ﬁiﬁg

eine Approximation von  utallina B2 £ 1uiyE

J2 = 1414213562 . Beachte die e E | Ao

sehr schnelle Konvergenz ! = Winr=1.414213562

Web-Diagramm:

2.2 | \
f(x)=0,5 'l'E
) (X)=0,5(x+>)
12|
16 |
— =1[_: I———
1.4 — —L— |
\
I
1.2 :
T I
|
:
: HERON-Verfahren :
Berechnung i
von :
0.5 | ‘-JE :
:
:
o Startwert1=1 !
|
Startwert2=2 :
0.4 :
|
I
|
0.2 !
) I
I
|
0 N
o oz ‘0.4 06 'og 1 12 14 | g 18 T2 2




Erweiterung:

Will man beliebige Wurzeln berechnen (4/r) , so verwendet man die Heronformel:

k

r . q: . X,y ~F

% = (Db ToSm/k | Moglich istauch | v, = X - e
n-1

25

Beispiel: ~ Fiir k=3 und r=25 ( {25 ) ergibt sich die Formel | = =@ .+ =53

X1

Flotl Flotz Flets s el " L u(10) ist
S Etaun-ez| [ 1 |G e beretsbi
suteeidei s U] B I auf 10
_ uli:-'.-Hln}E{ES} £ c.i4AYy iz Z.8zY Stellen
ﬁEEﬁﬁ&l: g % ﬁu ﬁﬁ- genau !
SRl = UCna=3.891414341| [udwnir=2.924817738

Hinweis: Die Néherung 2,924017738 kann iiberpriift werden durch Eingabe von 257(1/3), was ja
bekanntlich der 3.Wurzel von 25 entspricht !
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Ausblick:

Das Heron-Verfahren ist ein Spezialfall des Newtonverfahrens x,=xXu.1-f(Xs.1)/f *(Xn1) und dieses
wiederum ein Spezialfall des Allgemeinen Iterationsverfahrens Xx,=g(Xn.1) .



